Théorie des perturbations Cas d'un oscillateur
Amortissement libre d'un oscillateur balancier - spiral
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Balancier annulaire monométallique d'une montre bracelet
|E| Référence :E:\Résonateur (TA)\Data\Montre HES.mcd(R)

Tp=025s fo4s wp:=2-n-f Jp = 10mg-cm2 My, = 59.5mg

Parameétres de frottement

3

Frottement sec fo:=510"

Frottement visqueux np =210 |

Frottement quadratique Kp = 8-10

Equation différentielle

Systeme différentiel non linéaire dg/dt = v
dv/dt = -0y2q - 2nay v + exV2 + ey f

Oscillateur non perturbé

Position initiale qo := 180-deg Vitesse initiale vp = 90-rad-s 1
2 Vo o Xo
Om= | Q@ +|— Xg = arctan Qm = 272.941 deg — =0.034 s a(t) = wp-t
@0 @o-qg @0
pola):=a-xo  Go(a):= gmeos(a-xo)  vo(a)i= ~wo-Gmsin(a—-Xo)  Vm=-wo:qm

Oscillateur en oscillations libres amorties - Solution numérique

Force généralisée perturbatrice

Couple de frottement constant F,:= fb.‘jb.a)o2 F.=3.158x 10 IN-m
Couple de frottement visqueux Fy(v) = 2-np-Jdp-wp-v Fv(vm) =1.204x 10 8 N-m
Couple de frottement quadratique ~ F(v) := Kb‘Jb'Vz Fq(vm) =1.147x 10 o N-m
Force généralisée perturbatrice Fgen(Vv) == Fo + Fy(v) + Fg(v) Fgén(Vm) =1.634x 10 8 N-m
FaenlV
Fonction perturbatrice A= ﬂzm) 1=5431x 10 ° Epsilon(v) = —ﬁ
Jb @0 -Am Y
1 ] 2:np , Kp 9
f(v) .= —-| Epsilon(v)-f, - ——-v + Epsilon(v)-——-v Wy = @y-S
A (2] 6002
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Solution numérique de I'équation différentielle

Durée d'observation (nombre de périodes). nb_p:=10 T;:=nb p-Ty np=64-nb_p-1 i=0.np

o 7 . 1
q.= D(t,q) = 5 5 1 Z = rkflxe(q,o, Ts-s ,np,D)
VoS -my -qo + - -f(q1-s )
(0 (1) (2 -
t‘:=Z0 -8 q,,u,,,:=Z1 V,,u,,,:=Z2 -S !
Graphe du mouvement
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Cas d'une vitesse initiale nulle - observation sur une période

Durée d'observation (nombre de périodes): nb p := 1 Ti=nb_p-Tp np:=512.nb_p-1 i:=0.np

q - (1 (2 -
q:= ( mj Z:= rkﬁxe(q,o, Tys ! ,np,D) t= Z<0>-s Qnum = Z1 Voum = Z2 -S 1
0
. . d
CSq = csp/lne(t, qnum) Qnum(7) = /nterp(CSq, t. 9hum- T) Voum(7) = d_QHum(T)
T

Premiére approximation du mouvement

1
F(e, a):= ;-[e-fb +2-1p-QmSin(a) + g-/cb-(qm-sin(a))z]

Premiére alternance o= 1
(04 ﬂ a

Yal;(a) = qm—i-J F(e, a)-sin(a’) da’ xals(a) = —- F(e,a)-cos(a) da’
0 am Y

Yals(a) = qn —{fb-(1 —cos(a)) + np-qm:(a — cos(a)-sin(a)) + Kb~qm2-(§ —cos(a) + %-cos(a)sﬂ

1 . o2 2 .3
xaly(a) = —-| fp-sin(a) + np-qQp-sin(a)” + E-Kb-qm -sin(a)

Om
paly(a) = a—xals(a) galqs(a) = Ya11(a)-Cos(¢a11(a)) vals(a) = —a)o-Ya11(a)-sin(¢)a11(a))
Deuxiéme alternance &= -1
o 1 a
Ya2;(a) = Yaly(n) — l-J F(e, a)-sin(a’) da’ xa2¢(a) := xalq(7) + —J F(e, a)-cos(a) da’
T m

Ya2;(a) = qn —[fb-(S + cos(@)) + 1Mp-qm- (@ — cos(a)-sin(a)) + Kb-qmz-(Z + cos(a) — %-cos(a)sﬂ

1 . o2 2 ., .3
xa2¢(a) = —-| =fp-sin(a) + np-qm-sin(a) —E-Kb-q,,, -sin(a)

am

pa2i(a) = a—xa2;(a) ga2q¢(a) = Ya21(a)-Cos(¢aZ1(a)) va2(a) = —a)O-YaZ1(a)-sin((paZ1(a))

To To
gy (t) = qa11(a(t))-[0 <t< 7) ‘ q321(a(t))-(? <t< Toj

Graphes du mouvement n:= 256 j=0.n tj=—-:j
n
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osvs g roztean [ <os1,)
V1(t) = va11(a(t))- 0<t< 7 + V821(0{(t))- ? <t< To

200 |

Cas d'un oscillateur
balancier - spiral

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
G
Différence entre solution numeérique et approximation du premier ordre &4 (t) := Gnum(t) — q4(f)
0.04 T T
Gnum(To) - q4(To) = 0.035deg
0.02— m
531(t) )
deg 1 (gm2)* = 0.038 deg
- l I
0.02
0 0.1 0.2
G
Premiére approximation de la perturbation d'amplitude
8 2
AQy = 4-fy+ 2.7 0p- G + 3 m |4q, = —4.853deg
v
Veérification numérique Aqy = —2-/1-4[ F(1, a)-sin(a) da 4q4 = -4.853 deg
0
Part due au frottement constant A9.(q) = 41, ch(qm)- |Aq1_ ! | =23.612%
Part due au frottement visqueux A9,(q) = 2.7 17p-q Aqv(qm)- |Aq1_ ! | =70.673 %
Part due au frottement quadratique  Aq4(q) == g,,(b_qz Aqq(qm). |Aq1— 1 | =5.715%
Nombre d'oscillations jusqu'a I'arrét complet 40 = Qm qo = 4.764
Josc:= |i< 0 Nbyse = dernier(qosc) -1
9 m Nbys = 107
while q > fp
i Qfin = qoschosc

8 5 gfin = 0.504 deg
g q-|4fy+ 2709+ E'Kb'q

temps := Nbygc- T
qoscl. <q

Gosc
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Premiére approximation de la perturbation de période

xa2;(2-7) =0 ATy = xa2;(2-7)-p

Vérification numérique AT, = 2.

T
J F(1, a)-cos(a) da ATy =0s
@0 Qm Y

Deuxiéme approximation des perturbations d'amplitude et de période
Pour la premiére alternance =1

Yi(e) = Yali(a)  AY¢(a):=Yali(a) —qn Vvi(a):=vali(a) xq(a):=xali(a) ¢q(a):= gali(a)

. 2 1 b Kp 2
fo+ 2:17p-Qm-Sin(a) + Kb-(qm-sm(a)) Fi(a) = Z fp — 2-;-v1(a) + — vi(a)
0 o,
0

1
Fo(a) = s

Deuxiéme approximation de la perturbation d'amplitude

w+xatlq(x)
mexaty(z) cos(¢a11(a7)
Yyi= Qm—2-A- Fi(a)-sin(paty(a) da’ Xpi= 2 Fia) ————=
0 Ya11(a')
0
Y, = 268.106 deg Y, — g, = —4.835deg Xp=1533x 107 °
2 a
u(a):=0 s(a) = ﬂ_'(nb + Kb-qm-Sin(a)) h(a) = J Fo(a))-sin(a’) da’
.a)o

0

h(a) =

1 . 2(2 1 3
= [fb (1 -cos(a)) + np-qm(a — cos(a)-sin(a)) + xp-qm (E —cos(a) + g-cos(a) ﬂ

T

(Fo(a)-sin(a) + qum: wp-s(a))-h(a) da

-
[l
%a

0
1 2 4 2 1 2 3 16 2 4

Ly=—210y — = fpKpQm ——-(ﬁ-nb-qm) -2 7 npKpQm ——— Kp ‘Qm Ly=-17.787
12 3 2 9

T

9
[l
;;

o

w
Fo(a)? da L2:=J (2-Fo(a)-cos(a) - qu-u(a))-h(a) da Ky,=39.15 L,=-33.214
0

—1 2 3 2 2 32 3 5 2 4
Ly=— ”fb +8:fp pQm+ 7 fp kpQm + = 7Ny Am + —— Np'Kp'Qm + T Kp Qm
12 2 9 24
1 2 2 16 3 3 2 4
K= - (7[ fo + 8y np-Qm+ 7fp Kp- Qm +2: 7m0 Qm + 3 “Np Kp'Qm  + PR 'Qmj
A
4 2 fy /12
Yo = Q=2 2:F + 7 7p-Qon + — K- G || 1= — | = 27— -L, Y, = 268.106 deg
3 am Om

8 16 2 2 32 3 2
AQ2(CI)=—4fb—27”7bCI+27”7bfb—§’<bq ""?Kbqu‘*'q” b +4q ”77be+357 “Kp

[192(qm) = —4.835deg
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Amortissement libre d'un oscillateur balancier - spiral

Part due au frottement constant A9,(q) = 4-f, A%(Qm)' |Aq2(qm)_ 1| =23.698 %

Part due au frottement visqueux A9,(q) == 2-7-17p-q Aqv(qm)- |Aq2(qm)_ 1| =70.932%

. 8 -
Part due au frottement quadratique  Aq,(q) := E'Kb'q2 Aqq(qm)' |AQ2(qm> 1| =5.736%
Part due aux termes de couplages non linéaires
-1
A9,(9) = | 492(9)| - 495(q) - 49,(q) - 4q4(q) Ay (Gm)- |qu(qm) | = -0.366 %

Différence entre solution numérique et approximation du deuxieme ordre qnum(TO) - Y,=0.018deg

Différence entre approximations du premier et du deuxiéme ordre qu(qm) - Aqs = 0.018deg
Nombre d'oscillations jusqu'a I'arrét complet q0 = Qm
Gosc= |10 Nbysc = dernier(qosc) -1
q<am
Nbyse = 107
while q > f, ose
e i+ 1 Qfin = qoschOSc
q < g+ 492(q) Gsin = 0.922 deg
Qosc, < 4
! temps := Nbyg.- Tp temps =26.75 s
Qosc

Deuxiéme approximation de la perturbation de période

L . .. -5 X2 -7
Par intégration numérique X2=1533x 10 ATy = — AT, =6.098x 10 s
@o
Par la (.jeuxlleme 2.2 1 5 32 r 92 2
approximation AT, = AT, + -(K2 + L2) ATy = — |\ w1y +— Np'Kp Qm+ 7 Kb “dm
2 (] 9 3
@0 Qm
AT, =6.139x 107 | s
Défaut d'isochronisme u(q) = _86400- 7 nbz + 2~77b-/q,~q + f~/<b2-q2
2. 9 3
Marche pour q,, qm = 272.941 deg ,u(qm) =-0.212
Part due au frottement constant Auc(q) =0
. -86400 _
Part due au frottement visqueux Apy(q) = > (ﬂ' nbz) A,uv( 90)-u(60) T 81.62%
T
Part due au frottement quadratique Aug(q) = _826400 .(g.,(bz.qzj Aﬂq(Qm)'#(Qm)_ 1 0.99%
T

Part due au couplage visqueux-quadratique

86400 (32 1 .
Mg (Q) 1= ———"| 51" Attyg(Gm)-2(qm)” = 17.57%
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. - . 2.
Défaut d'isochronisme i:=0.270 Qm = [l
i 270

-0.16

-0.18[ _
ﬂ(QmD -0.2 —

-0.22 _

~0.24 | | | | | | |
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